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Die atmosphärische Strahlenbrechung 
auf Grund einer neuen Aufstellung über die physikalische Constitution der Atmosphäre. 

Von Prof. Dr. C. M. Bauernfeind. 

I n  meiner vor zwei Jahrcn erschienenen Schrift: „Beobach- 
tungen und Untersuchiingen iiber die Genauigkeit der baro- 
metrischen Hijhenmessungen und die Veränderungen der 
Temperatur und Feuchtigkeit der Atniosphäre (München 1862)<' 
habe ich auch eine Relation zwischen Temperatur, Druck, 
Dichtigkeit und Höhe der Atmosphäre aufgestellt. Bezeich- 
nen nämlich für zwei Punkte einer durch den ganzen Luft- 
raum reichenden Verticallinie : 

h, li' die zugehörigen Atmosphärenhöhen, 
3, $' die absoluten Temperaturen, 
p, p' die Drückungeii und 

p,  die Dichtigkeiten der Luft, sowie 
k, k' zwei aus Beobachtungen zu bestiinrriende Exponenten, 

so findet nach S. 97 der genannten Schrift folgendes System 
von Gleichungeii statt: 

1 
k-I JL) V 

5 = ( ( )  = (I;) . . . . . . . . . . (1) 

AUS einer grossen Zahl von Messiingen ergaben sich die 
Mittelwerthe von k = 1,216 und Von P'= 1,023 CS. 104 bis 
109 der Beobb.) Mit Rücksiclit jedoch auf die Einflüsse, 
welche die Genauigkeit der Temperatur - und Luftdruck- 
Beobachtungen bei Luftschiffi'alirten und barometrischen 
Hoheniriessungen so  sehr beeiiiträchtigeii, liegt e s  nahe 
k ii I und somit die absoluten Teniperaturen zweier über 

' einander liegender Punlrte den von ihnen aus gezählten 
Atmosphäreiihiilieo proportional zu setzen. pur den Expo- 
nenten k aber elitrviclzelt sich aus der Baronieterformel und 
den Beobachtungen über die r~un~l ic l~e i i  Teiuperaturveriincle- 
rungen CS. 116 U. ff.) der Ausdruclz : 

?C = 1,2035-0,017.ro.v2S, . . . . . . . . . . . . (2) 

welchor eine geringe Aenderung des Werthes von k mit der 
Breite+ des Beobacl~tiingsortes kuntlgibt, so dass also unter 
einer Breite von 4 5 V e r  Werth von k = 1,2035 wlre. 

, Erwägt *ilian jedocli, dass die entwiclzelte Formel. nur fiir 
einen mittleren Zustand der Atinosphlire gilt, und die Ten-  
peraturmessungen, welclle den Constanten zu Gruiidc liegen, 
von verschiedenen Beobachter~ ai, verschisdcnen Orten und 

zu verschiedenen Zeiten gemacht wurden, so  wird es auch 
Iiier angezeigt sein zu versuchen, ob nicht k = 1,2 dem 
mittleren Zustande der Atmosphäre genügend entspreche. 

Mit k = 1,2 und k' = i gehen aber die Gleichungen (1) 
in die folgenden über. welche auch auf S. 110 meiner Ab- 
handlung stehen ; nämlich : 

4' ' X P + -  3 - -  .....,....... 
-5 = (i) - (P) - n (3) 

Hiernach würden bei einem mittleren Zustande der Atmo- 
sphäre und unter 4S0Breite die' absoluten Temperaturen, die 
sechsten Wurzelii der Drückungen und die fünften Wurzeln 
der Dichtigkeiten der Luft den Atmosphärenhöhen' an den 
Beobachtungsosten proportional sein. Wegen der geringen 
Veränderlichkeit des werthes von k kann man dieses ~~~~h 
auf alle geographischen Breiten auszudehnen versuchen, wie 
e s  bei den nachfolgenden Betrachtungen auch geschieht. 

Für den irn Zeitraum eines Jahres statt6nden<leu niitt- 
leren Zustand des die Erde umgebenden Luftellipsoides habe 
ich ferner CS. 122) die Abplattung der letzteren = 1 : 179 

die vom Meeresspiegel an gezählte Atmospharenhühe 

h = 25100 (1$0,14734ro.v2#) .......... (4) 

gefunden. Dieser letztere Näherungsausdruck gibt die ge- 
suchte Höhe für die Breite It, in Toisen und weicht von 
strengeren Formeln am Aeqiiator und Pol nur um +I8 und 
unter 45' Breite nur um -19 Toisen ab CS. 123). Demnach 
beträgt die mittlere Atiiiosphiirenliöhe für 4SUBreite 25100 Toi- 
Sen oder nahezu 6,6 geogr. $eilen. 

Die Rorrrialtenlperatur des Parallels von 45' n6rdl.Breite 
beträgt nacli Zfove's Bestimmung 4-7" 6. Dieses is t  somit 
auch die P'einperatur, .cvelclie dem mittleren Zustande der 
Atniospliäre in1 Laufe eines Jalires unter jener Breite ent- 
spricht. Für jedes andere Parallel kann die Nornialtemperatur 
aus clen bekannten iiiittleren Temperaturen von 36 tim je  
10 Grade von einander abstehenden Orten desselben Parallels 
mit Hilfe von Isothernienkarien bestimmt werden, wie Dove 
e s  tliat; ich habe indessen auch für diese Norrnaltemperatu- 
ren auf S. 124 nieiner Schrift eine Porrnel entwickelt, welche 
die aus Beobachtungen abgeleiteten Dove'schen Werthe für 

# 



Um p und s in X oder y auszridrücken, setze man zu- 
nächst nach den Gleichungen ( 3 )  : 

woraus sofort durch Differentiiren folgt: 

entwickle ferner : X - 
r - fny , X -  0 -  s = - ,  

"0 + X X i + m y ,  I + -  
"n 

rnll 1 f - s  = I - =  - . i + m y  1$-my'  

und substituire in GI. (B), so  folgt nach einfacher Reduction: 

oder auch, wie Ieicht zu sehen : 

Bei den Integrationen der Differentialgleichung (8) wird 
gewöhnlicli das Glied s2sin2z des Radicanden weggelassen, 
weil es sehr :unbedeutend ist. Erlauben wir uns (gegen 
späteren Nachweis der Zulässiglreit - vergl. 9 9 -) diese 
Freiheit in Beziehiing auf den Ausdruck: 

mayz-2&(1 - [ 1  - y ] 5 ) ( 2 m y f  m2y2), 

welcher kleiner als s2 und für die mittlere Refraction = 
0,000039484y2 ist, wobei der Werth von ?j2 zwischen 0 und 
1 variirt, und +setzen wir die in Beziehung auf ?j constanten 
Grössen : 

so  geht die Gleichung ( 9 )  in folgende über: 

Führt man statt y die Veränderliche : 
U = y - I  

ein, so  wird die Differentialgleichung der Refraction : 

und folglich, da den Grenzen y = I und y = 0 nunmehr die 
u = 0 und U = -1 entsprechen, die Refraction selbst: 

Da das hier angezeigte Integral sich nicht vollständig 
darstellen lässt, so  entwickle ich die Reciproke des Wurzel- 
ausdruckes in eine nach Potenzen von 2m(1+ ub) fort- 
schreitende Reihe und setze hiebei : 

ar = !I ( 1  - ?/I4 d?! .......... a + b ( i - i -  U) = ( a $ b ) + b u  = U ;  

Y ~ + b ? ~ - 2 a ( i  - [ I  - Y ] % )  es wird demgemäss : 

und es  zerfallt folglich der Ausdruclr für 1. in so  viele Theile, 
als die vorstehende Reihe Glieder hat. Nelimeri wir - 9" + r" + ,,"' + T''J) ..................... (14) 
an,  so  sind. um die Gcsaniintstrahlenbrechung zu erhalten, 
folgende Integrationen auszuführen : 

E s  kommen somit, unter V eine ganze positive Zahl und 
unter ,U einen beliehigen Bruch verstanden, nur Integrale von 
der FormJu"U-'"du vor, welche leicht herzustellen sind. 

4. 
Behufs der Integrationen trerde n +  b = a„ und 

gesetzt und bemerkt, dass fiir u = 0 die Punction U = al 
und f i r  u - -1 der Werth von = a wird. Mit diesed 
Bezeichnungen gestalten sich die erforderlichen Integrale 
wie folgt : 



4 :  
Y) 

F : :  0 :  
F .  
3 - 



10 
+ f 4 * : - 1  

und wenn man z = 90°, also n = co.Pz = 0, a = 0, nl = 1 s e h t ,  die Horizontalrefraction: 

a2 a3 
r = -9 V6 (cl+i~~2-i)~+c3(~3-c3'+~)p+~4(+-~4+fo-~)P+.... 6 (46) 

oder, wenn nian für q ,  6 ,  cl . . . . . die hetrefferiden Werthe einführt, die eben genannte Refraction: 

5. 
Die im vorausgehenden Paragraph mit r l ,  r , ,  r,.. . . . 

bezeichneten Reihen stehen unter sich in einem bestimmten 
Zusammenhange, der wegen seiner Einfachheit und seiner 
Bedoutung fiir die Controle der nunierischen Berechnung jener 
Reihen hercorgehohen zu werden verdient. 

Belranntlich ist, wenn v eine ganze positive Zahl, p einen 
beliebigen Bruch uni1 U die Funcfion U,+ 6 u  = a+ 6(l+u) 
aedeutet : 

und a u s  den] Werfht! desselben integrales, welcher sich nach 
' Gleich. (49) und (1 6) ergibt, nämlich : 

wenn man heide. Werthe einander gleich setzt: 

Um F, auf r,  und b e x i e h u n ~ s m e i s ~  rl zuriickziibringen, 
1 sind ers t  die Integrale: 

es Folgt somit aiis dem in Gleich. (17) enthaltenen Integrale: entwickeln, woi-aus sich (Iann sofort, unter Benutzung der I. 

Die Reihe (38) r, = %X% is t  schon nrit r ,  und r6 
n 

f - - - . 
-1 

W b\Tb 

controlirt, während wiederuni durch einfiicbe Vergleichung 

der zwei aus  (18) und (49) sich ergehenden Werthc von 

f &Ü%U die Reihe 

Integralrverthe (17) und (20) und der Gleichungen (48) und  

(491, ergibt: 

wird. Um r ,  auf r g  ZII beziehen, hat man die hier nicht 
vcrwerideten Integrale: 

sowie (I'urch Gleichsetzilng der a u s  (21) und (49) folgenden 

Weitbe von So u9 U -' dtr die Reihe 
-1 

zu ent.ivickeln, woraus sich die zwischen diesen zwei Reihen 

stnttfindenile ,Abh5ngigIzeit wie folgt darstellt: 



mit deren Hilfe man sehr einfach 

Die Reihe (39): r, = 3 r 2 r r 9  ist eine 
2 ?i2 

einfache Verbindung der Reihen r7, r8,  r9 hier nicht weiter 
zu beachten; die drei nächstfolgenden ergehen sich aber 
sofort aus (49) in Verbindung mit (19), (22), (24) durch 

i Vergleichung von je zwei Werthen eines und desselben Inte- 
1 grales wie hieneben : 

L erbiiIt, während die Reihe (40): 

l i l  = 9 . . . . . . . . . , . . . . . (55)  
1 Jr 5 n r ,  

5 %  

P12 = -14-1 5 n r ,  3 ........,..... 
5 %  

4 5 6 )  

1$25nr, 
r13 = . .............. 

5 %  
( 5 7 )  

' durch die nach den eben entwickelten Ausdrüclren berech- 
' 

neten Wertlie von r„, r12, r13, r14 controlirt wird, wenn 
man dieselben so zusamnierisetzt, wie die vorstehende Glei- 
chung verlangt. 

I 

Die Zurüclrfuhrung der Reihe r„ auf r13 erforilert die Entwiclzliing der Integrale: 

I)ie Formelri (41) bis (44) silid zwar tlieoretisch fiii d i e  
Zenithdistanzen brauchbar, praktisch gestalten sie sich aber 
bei der riuiiierisci~en Berechnung der Strafilcnl~rechuiigen uni 
so schivieriger, je lrleiner die Zenithdistanz ist, und es liegt 
die Schwieriglteit dieser Berechnung dariti, (lass der nach 
und nach bis auf Null sinkende Werth der in jenen Fornieln 
als Pactoreri auftteteiiclen Differenzen : cl nt  v n l -  rlv>z, 
c,nl(d,nl -I) )f?nl-r2fi2, L.,n:(d3n~-e3 n]+~]@,-r~@etc. 

bei kleineren Zenithdistanzen aus s o  grossen Minuenden und 
Sulitrahenden hervorgeht, dass selbst sehnstellige Logarith- 
men nicht mehr reichen ivurden, jene kleiner1 Werthe genau 
zu bestiinmen. 

Es Iiesteht also das Bedürfniss einer Umgestaltung der 
eben bezeichneten Ausdrücke für die Bprechnung der Xefrac- 
tioiien in kleirieren Zenithdistanxeri, und es  lzann deniselben 
sowohl durch Eritrviclrlui~g der genannten Differenzen in con- 
vergente unendlicfie Reihert, als auch dadurch begegnet wer- 
den, dass man die zu den Ausdrüclren für >!, r", >!", F'" ' 
gehörigen Integrationen nicht dir&, sondern nlittelst Reihen 
bewerlrstelligt. 

Betreten rvir sofort den erstercu Weg und entwickeln 
den Ausdruclr (4 1) : 

I in eine iinendliche Reihe, wclche nach Potenzen von 
sec a = t, fortschreitet. Da 

so  wird : 

und lvenii inan die Reihe r, (Gleich. 2 6 )  mit -L niultiplicirt und iuit dem vorslebeiideii Ausdru&e F(ir c,.:Vn, auf 
t, T 2  nt 

.gleiche Benennung bringt: 

r,n* = -- 
8 6 3 105 

315D,4tP . { 1 ~ 9 m t ? 4 - - m ' t f f 2  2 m3tf 

Man übersieht sofort, dass dieser Ausd~~uck volIstüntfig in den1 für c , n f V ~ t ,  euthalten ist, dass er  dalier bei der Suhtraction 
gonz verschwindet urid folglich 



oder auch, wenn t = lang z ist : 

& t 1 1 5 1 I r' = - . { I  - - m t f - n r 9 t p - P  n ~ 3 t ~ + -  m.iti--mb t ~ + - > n 6  C- mir:+.  . . . . 
l-a 6 14 112 144 32 32 384 

(60) 
C 

wird. Um den zweiten ~1,e i l  der St rahlenhre~hun~ aus der Gleichung (42): 

in eine nach Potenzen von t, - sec z fortlaufende Reihe zu entwickeln, -hat  man: 

Verbindet man diese Reihen in der durch die Gleichung (42) angezeigten Weise, so  zeigt sich zunächst wieder, dass 
17 7 

alle einzelnen Glieder des Ausdruckes für r s i / n  in jenem für c,dsn? - c,nT enthalten sind und daher bei der Subtraction 
wegfallen, währeod der Rest ist: * 

1 8 37 1291 134 137 -- . (+mstf--m3t," + - m ~ i ~ - - y l ~  tl:iC-m6 F --mit3* , +- 101 m8 t y -  
8, Y% 55 308 1144 1144 1040 640 

433 -- 67 m9 t y f  -m1Ot7--- 
2176 256 

639 m31t:+ ..... 
1792 

Mnltiplitirt man denselben noch, wie e s  Gleich. (42) verlangt, mit 

so  wird : 

Cd2 2 9  a ,  -' -. 5 

Y b  b - l-o: 
sinz. - 

m v 2 m  ' 

oder auch, wenn wieder, t = tangz gesetzt wird: . 
. . 

In gleicher Weise liesse sich der dritte Theil r'" ent- 
wickeln; da aber der Werth dieses Theiles selbst an der 
Grenze der Zenithdistanzen,") bis zu welcher nian die For- 

") Diese Grenze folgt sofort aus dcr Bedingung 2mt: < 1. 
Nimmt man nun m - 0,007464 an, so muss der Unglcichlieit 

1 
Z,< - *oder f,<8,1846 genügt werden, was bei z =i 82'58' m 
gerade noch gescliielit. 

nieln (60) uncl (62) anwenden kaon, nämlich bei a = 83O 
weniger als 0,f Secunde beträgt, so darf dieser Theil ganz 
weggelassen Ünd daher zwischen z = 0' und z = 83" die 
Gesammt-Refractiki r =: T'-kr" gesetzt werden. Durch Ad- 

I dition der Gleichungen (59) und (61) oder (60) und (62) 
I erhält inan also: 



oder auch: 

üb= t, { 1 + 2 n t t ~ ( ~ + u ) ) f ,  U'= 1 )  { 1 - ~ - 2 n z t ~ ( * + i ~ ) ) )  

somit die beiden ersten Glieder des Ausdruckes für r, nämlich : 

Das clirecte Verlahreii r' und r" zii entwickeln, ist fol- 
1 

gendes. Da nämlich n = C O ~ ~ ~ Z ,  t = 2772 uriil t ,  = - 
COs Z 

ist, s o  wird die Fiinction 

U = a + b ( i + u )  = 1 . o ~ ~ z ( 1 $ 2 m t ~ ( i + u ) ) ,  

und es sind die in den Gleich. (15) vorkoninienclen Potenzen: 

< " 

gesetzt, und es  gelten diese Werthe für einen auf O0 R. 
bezogenen Barometerstand : 

etwa noch zu niriltiplicireii sein möchten; hüchst wahr- 
scheinlieb wird aber vor) den Astroiiomeii weder eine solche 

' Multiplication, noch eine Abiinderiiog des Werthes von a: 
für nßthig erachtet werden. 

Bei der1 nachfolgenden Berechnungen der iiiittleren Re- 
fractioneri ist also 

r .  = a q . o / O { l + ~ n ~ t ~ ( L + u ) ~ - . ~ ( t  +ub)u4du..(66) I ß, '= 29"6 eng]. = 27"9"'22 Par. = 75Imm7i  
-1 

Werden die ~ e r t h e  von U*$ und u-S nach U entwickelt 
und die ,den angegebenen Grenzen entsprechenden Integral- 
werthe hergestellt, so  ergeben sich genau die Gleichungen 
('59) und (611, welche auf den1 ersteren .Wege erhalten 
wurden. 

7. - 
Ueher die Constanten der niittleren Refraction E und in 

habe ich Folgendes zu bemerken. 
Besse2 hat bekanntlich a! aus den Br«rlleg'schen Beob- 

achtungen abgeleitet und für einen auf 0' reducirten Ba- 
rometerstaod von 29"6 engl. und eine Luftteiiiperatur von 
48'75 P. den Werth 0,00027895 in] Bogetimasse und 57"538 
im Gradmasse gefunden. Um die hieraus abgeleiteten Strahlen- 
Iirecburigen mit den in Köriigsberg beobachteten in Ueberein- 
stimmung zu bringen, müssen jene, soweit sie überhaupt 
durch Rechnung gefunden werden, noch niit dem Factor 
1,003282 niultipiicirt werden, was in den Bessel'schen Tafeln 
auch bereits geschehe11 ist. 

Ich werde zunächst den ursprunglicl~ gefundenen Werth 
von oi beibehalten und es  spiiterer Erörterung überlassen, 
ob und niit  welche^ Zahl die gefundenen Strahlenbrechungen 

* 
and  für eine Lufttemperatur an der Erdoberfilche : 

Der Werth von E ist von der Dichtigkeit der Luft ab- 
hängig und daher nur so  lange constant, als sich Temperatur 
und Barometerstand nicht ändern; für die wahren Refractionen 
hat . deninach o. andere als die angegebenen Werthe. Be- 
zeichnet nämlich : 

ß den ' bei der Quecksilbei.teinperatur r' beobachteten und 
auf die Temperatur des Massstabes reducirten Baro- 
nieterstand, 

ß, den auf 0' bezogenen Baroiiieterstatid voa 29% engl., 
welcher der mittleren Strahlenbrechung entspricht, 

ß, den Unterschied der Barometerstände ß - Po , 
r die beobachtete Lufttemperatur in tlotheiligen Graden, 
7, die der mittleren Strahlenbrechung angehörige Luft- 

teniperatur von 48'75 F. =. 7'44 R,, 
T, deri Teniperaturunterschied T-  r0 , 
B den Ausdehnungscoeflicienten der Luft für 1' R. = 

0,00458, und 
olo die in (67) und (68) näher bezeichnete Constante der 

niittleren Refraction, 
2 
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